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Résumé – Dans le cadre de la caractérisation des propriétés thermophysiques de matériaux semi-
transparents pour lesquels les transferts radiatifs peuvent être modélisés par l’approximation P1, cette 
étude présente le développement, la construction et la validation de modèles linéaires conducto-
radiatifs d’ordre réduit explicitement paramétrés par la conductivité thermique et le coefficient 
d’absorption effectif. Ces modèles sont construits par la Méthode d’Identification Modale (MIM) à 
partir de simulations issues d’un modèle de référence. Dans l’application proposée, celui-ci est un 
modèle bidimensionnel axisymétrique instationnaire destiné à modéliser une expérience de type 
« méthode flash ». 

Mots-clés : milieu semi-transparent, propriétés thermophysiques, conduction, rayonnement, méthode 
d’identification modale. 

Nomenclature 

𝑎 fonction vectorielle du temps 

𝐶! capacité thermique massique, J.kg-1.K-1 
𝐺 flux radiatif incident, W.m-2 
ℎ coefficient d’échange, W.m-2.K-1 

𝒥"#
(%) fonctionnelle d’écart à minimiser pour 

l’identification du MR d’ordre 𝑚, K2 

𝑘'(  conductivité thermique, W.m-1.K-1 
𝑚 ordre du MR, i.e. nombre de ddl 
𝑛 indice de réfraction 
𝑇 température, K 
𝑡 temps, s 
𝑋 fonction vectorielle du temps dans les MR 
𝑥 position dans l’espace 
 

Symboles grecs 
𝜑 densité de flux de chaleur imposée, W. m-2 

𝜙 fonction vectorielle de l’espace 
𝜅 coefficient d’absorption effectif, m-1 

𝜌 masse volumique, kg.m-3 
𝜎 constante de Stefan-Blotzmann, W.m-2.K-4 
ou écart quadratique moyen, K (selon 
contexte) 
Indices et exposants 
𝐺 ou (𝐺) relatif au flux radiatif incident 
𝑖𝑑/𝑣𝑎𝑙 identification/validation des MR 
𝑇 ou (𝑇) relatif à la température 
0 configuration nominale 
 

1. Introduction 
Les matériaux semi-transparents sont largement utilisés dans les secteurs de l’industrie et 

des transports. On peut citer les revêtements utilisés comme isolant thermique autour de 
certaines pièces métalliques dans les moteurs d’avions [1], les vitres de cockpit ou les pare-
brise, ou encore les matériaux composites utilisés pour la construction des avions [2]. La 
méthode flash permet de mesurer la diffusivité thermique, de laquelle on peut déduire la 
conductivité thermique. La spectrométrie permet d’estimer le coefficient d’absorption effectif. 
D’autres outils peuvent être employés pour estimer les propriétés thermophysiques de tels 
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matériaux. La plupart de ces outils s’appuient sur les méthodes inverses qui consistent à 
minimiser la différence entre des données mesurées sur un dispositif expérimental et les 
grandeurs correspondantes issues d’un modèle simulant l’expérience [3], soit par des 
méthodes de type gradient classiques, soit par des algorithmes évolutionnaires (PSO [4], 
algorithme génétique, etc.). En raison de leur forte capacité d’apprentissage, d’imitation et de 
prédiction, les réseaux de neurones artificiels ont le potentiel de rivaliser avec les méthodes 
inverses traditionnelles pour l’estimation des paramètres inconnus [5]-[6]. 

La résolution d’un problème inverse, tout comme l’entraînement d’un réseau de neurones 
artificiels, requiert un modèle permettant de simuler les phénomènes mis en jeu. Celui-ci 
s’appuie généralement sur une discrétisation spatiale du domaine (par éléments finis, volumes 
finis, etc.). On dispose alors d’un modèle détaillé (MD), précis mais de grande taille. Avec un 
tel modèle, l’estimation des paramètres thermophysiques peut s’avérer coûteuse en termes de 
temps de calcul, en particulier lorsque la résolution du problème inverse requiert une 
procédure itérative, ce qui est fréquent. Un modèle d’ordre réduit ou modèle réduit (MR) est 
composé d’un petit nombre de degrés de liberté, notamment par rapport aux modèles 
classiques issus d’une discrétisation spatiale des équations du problème [7]. Un MR permet 
donc de réduire le temps de calcul par rapport au MD de référence, pour des simulations 
directes comme pour la résolution de problèmes inverses. 

Nous nous plaçons ici dans le cadre des transferts par conduction et rayonnement dans des 
milieux semi-transparents gris pour lesquels les transferts radiatifs peuvent être modélisés par 
l’approximation P1 [8]. L’objectif de ces travaux est de développer une formulation de 
modèle réduit linéaire permettant de calculer très rapidement et avec une précision suffisante 
l’évolution de la température en tout ou partie du domaine en fonction de conditions aux 
limites variables, avec pour paramètres explicites la conductivité thermique 𝑘!" et le 
coefficient d’absorption effectif 𝜅 du matériau. Une fois les équations du problème posées, la 
formulation des modèles réduits est présentée. La construction des modèles réduits par la 
Méthode d’Identification Modale (MIM) [7] est ensuite décrite. Enfin, l’approche est 
appliquée à une configuration de type « méthode flash » pour laquelle le modèle de référence 
est un modèle bidimensionnel axisymétrique instationnaire basé sur la méthode des volumes 
finis [9]. 

2. Equations du problème 

2.1. Equations de conservation locales 
On considère les transferts de chaleur par conduction et rayonnement à travers un milieu 

semi-transparent gris, homogène, isotrope, absorbant, émettant et non-diffusant avec des 
frontières noires. Le domaine est noté Ω et sa frontière Γ. Le problème peut être a priori 1D, 
2D ou 3D. Le flux de chaleur par conduction est supposé suivre la loi de Fourier et 
l’approximation P1 [8] est utilisée pour le flux radiatif : 𝑞⃗#$% = − &

'(
∇..⃗ 𝐺(𝑥, 𝑡) où 𝐺 est le 

rayonnement incident et 𝜅 est le coefficient d’absorption effectif. L’équation de conservation 
de l’énergie et l’équation de transfert radiatif s’écrivent alors respectivement : 

𝜌𝐶!
𝜕𝑇
𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) = ∇AA⃗ . D𝑘'(∇AA⃗ 𝑇(𝑥, 𝑡)E + ∇AA⃗ . G

1
3𝜅
∇AA⃗ 𝐺(𝑥, 𝑡)J (1)  

∇AA⃗ . G
1
3𝜅
∇AA⃗ 𝐺(𝑥, 𝑡)J = 𝜅(𝐺(𝑥, 𝑡) − 4𝑛)𝜎𝑇*(𝑥, 𝑡)) (2)  

La masse volumique 𝜌, la capacité thermique massique 𝐶), la conductivité thermique 𝑘!", 
le coefficient d’absorption effectif 𝜅 et l’indice de réfraction 𝑛 sont supposés uniformes dans 
le milieu et indépendants de la température. 



2.2. Conditions aux limites 
La condition aux limites thermique s’écrit sous la forme générale : 

𝑘'(∇AA⃗ 𝑇. 𝑛A⃗ +
1
3𝜅
∇AA⃗ 𝐺. 𝑛A⃗ = 𝛾(𝑥)𝜑(𝑡) + ℎ(𝑥)D𝑇+ − 𝑇(𝑥, 𝑡)E						∀𝑥 ∈ Γ, ∀𝑡 ∈ R0; 𝑡,T (3)  

où 𝜑(𝑡) est une densité de flux de chaleur imposée, 𝛾(𝑥) est une fonction support permettant 
d’appliquer 𝜑(𝑡) de manière différenciée sur la frontière, ℎ(𝑥) est la distribution de 
coefficient d’échange et 𝑇$ la température ambiante. Il est ainsi possible de définir différentes 
parties de la frontière Γ, chacune avec une condition de Fourier (𝛾 = 0), une condition de 
Neumann (𝛾 = 1 et ℎ = 0) ou une condition mixte. 

La condition aux limites radiative s’écrit [8] : 
2
3
∇AA⃗ 𝐺. 𝑛A⃗ + 𝜅𝐺 = 4𝜅𝑛)𝜎𝑇*						∀𝑥 ∈ Γ, ∀𝑡 ∈ R0; 𝑡,T (4)  

2.3. Linéarisation autour d’une configuration nominale 

On considère un état stationnaire correspondant à des champs de température 𝑇*(𝑥) et de 
rayonnement incident 𝐺*(𝑥) résultant de l’application d’une densité de flux constante 𝜑*. On 
suppose de petites variations autour de cette configuration nominale : ainsi 𝑇(𝑥, 𝑡) = 𝑇*(𝑥) +
𝛿𝑇(𝑥, 𝑡) et 𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝐺*(𝑥) + 𝛿𝐺(𝑥, 𝑡) résultent de la densité de flux 𝜑(𝑡) = 𝜑* + 𝛿𝜑(𝑡). 

L’équation de l’énergie pour 𝛿𝑇 et 𝛿𝐺 s’écrit immédiatement : 

𝜌𝐶!
𝜕𝛿𝑇
𝜕𝑡

(𝑥, 𝑡) = ∇AA⃗ . D𝑘'(∇AA⃗ 𝛿𝑇(𝑥, 𝑡)E + ∇AA⃗ . G
1
3𝜅
∇AA⃗ 𝛿𝐺(𝑥, 𝑡)J (5)  

Compte-tenu de l’hypothèse de petites variations 𝛿𝑇, les termes non-linéaires, i.e. les 
termes en 𝛿𝑇 de degré supérieur à 1, sont négligés. On obtient l’équation de transfert radiatif 
linéarisée : 

∇AA⃗ . G
1
3𝜅
∇AA⃗ 𝛿𝐺(𝑥, 𝑡)J = 𝜅 W𝛿𝐺(𝑥, 𝑡) − 16𝑛)𝜎D𝑇-(𝑥)E

.𝛿𝑇(𝑥, 𝑡)Y (6)  

On peut justifier une telle linéarisation même pour 𝑇*=300 K et 𝛿𝑇 ≈30 K. Pour ces 
valeurs, les termes en 𝛿𝑇 et (𝛿𝑇)+ dans le développement de (𝑇* + 𝛿𝑇), avec la formule du 
binôme sont 4(𝑇*)'𝛿𝑇=3,24 109 K4 et 6(𝑇*)+(𝛿𝑇)+=4,86 108 K4. 

Les conditions aux limites du problème linéarisé pour 𝛿𝑇 et 𝛿𝐺 s’écrivent : 

𝑘'(∇AA⃗ 𝛿𝑇(𝑥, 𝑡). 𝑛A⃗ +
1
3𝜅
∇AA⃗ 𝛿𝐺(𝑥, 𝑡). 𝑛A⃗ = 𝛾(𝑥)𝛿𝜑(𝑡) − ℎ(𝑥)𝛿𝑇(𝑥, 𝑡) (7)  

2
3
∇AA⃗ 𝛿𝐺(𝑥, 𝑡). 𝑛A⃗ + 𝜅𝛿𝐺(𝑥, 𝑡) = 16𝜅𝑛)𝜎D𝑇-(𝑥)E

.𝛿𝑇(𝑥, 𝑡) (8)  

A partir de maintenant, nous travaillerons avec les équations (5) à (8). 

Les conditions initiales sont 𝛿𝑇(𝑥, 𝑡 = 0) = 0 et 𝛿𝐺(𝑥, 𝑡 = 0) = 0, correspondant à 
𝛿𝜑(𝑡 = 0) = 0. L’état stationnaire nominal peut être choisi comme celui pour lequel le 
milieu est à la température ambiante 𝑇$	: on a alors 𝜑* = 0, 𝑇*(𝑥) = 𝑇$ et 𝐺*(𝑥) = 4𝑛+𝜎𝑇$,. 

3. Modèles d’ordre réduit linéaires paramétriques 
3.1. Approximation des champs de température et de flux radiatif incident 

De façon à séparer le temps et l’espace dans les MR, les champs de variation de 
température 𝛿𝑇(𝑥, 𝑡) et de variation de rayonnement incident 𝛿𝐺(𝑥, 𝑡) sont approchés par des 
sommes de produits de fonctions de l’espace et de fonctions du temps : 



𝛿𝑇(𝑥, 𝑡) ≈[𝜙"
(/)(𝑥)𝑎"

(/)(𝑡)
%

"01

 (9)  

𝛿𝐺(𝑥, 𝑡) ≈[𝜙"
(2)(𝑥)𝑎"

(2)(𝑡)
%

"01

 (10)  

Les fonctions spatiales 𝜙-
(/)(𝑥) et 𝜙-

(1)(𝑥), 	𝑖 ∈ [1;𝑚], constituent deux troncatures de 
bases orthonormées de l’espace ℒ+(Ω) des fonctions de carré intégrable sur Ω, muni du 
produit scalaire 〈. , . 〉 tel que 〈𝑢, 𝑣〉 = ∫ 𝑢𝑣𝑑Ω	

3 . Notre objectif est de construire des modèles 
réduits, c’est-à-dire des modèles comportant un petit nombre 𝑚 de fonctions d’approximation. 

3.2. Projections de Galerkin des équations de conservation locales 

La projection de Galerkin de l’équation de l’énergie (5) consiste à forcer le résidu ℛ4(𝑥, 𝑡) 
de (5), écrit avec (9) et (10), à être orthogonal à chaque 𝜙5

(/)(𝑥), 𝑘 ∈ [1;𝑚], de manière à ce 
que la projection du résidu sur le sous-espace de ℒ+(Ω) engendré par les 𝜙5

(/)(𝑥) soit nulle : 

〈ℛ3 , 𝜙4
(/)〉 = _𝜌𝐶!

𝜕𝛿𝑇
𝜕𝑡

𝜙4
(/)𝑑Ω

	

6abbbbbcbbbbbd
ℐ

−_∇AA⃗ . W𝑘'(∇AA⃗ 𝛿𝑇 +
1
3𝜅
∇AA⃗ 𝛿𝐺Y𝜙4

(/)𝑑Ω
	

6abbbbbbbbbbcbbbbbbbbbbd
𝒟

= 0								∀𝑘 ∈ [1;𝑚] (11)  

De manière similaire, la projection de Galerkin de l’équation (6) s’écrit : 

〈𝑅9 , 𝜙4
(2)〉 = _∇AA⃗ . W

1
3𝜅
∇AA⃗ 𝛿𝐺Y𝜙4

(2)𝑑Ω
	

6abbbbbbcbbbbbbd
ℒ

−_𝜅(𝛿𝐺 − 16𝑛)𝜎(𝑇-).𝛿𝑇)𝜙4
(2)𝑑Ω

	

6abbbbbbbbbbcbbbbbbbbbbd
𝒩

= 0						∀𝑘 ∈ [1;𝑚] (12)  

Les étapes suivantes, non détaillés ici, sont ensuite effectuées : 

• Les termes 𝒟 et ℒ sont intégrés par parties en utilisant la formule de Green 
∫ 𝑓∇..⃗ . 𝑢.⃗ 𝑑Ω	
3 = ∫ 𝑓𝑢.⃗ . 𝑛.⃗ 𝑑Γ	

6 − ∫ 𝑢.⃗ . ∇..⃗ 𝑓𝑑Ω	
3  ; 

• La condition aux limites thermique (7) et la condition aux limites radiative (8) sont 
respectivement introduites dans les termes de frontière des équations (11) et (12) ; 

• Les approximations (9) et (10) sont introduites dans les termes où apparaissent 𝛿𝑇 et 
𝛿𝐺, en tenant compte de l’orthonormalité des fonctions 𝜙5

(/)(𝑥) et 𝜙5
(1)(𝑥), 𝑘 ∈ [1;𝑚]. 

Après avoir sorti des intégrales la conductivité thermique 𝑘!" et le coefficient d’absorption 
effectif 𝜅 de manière à les faire apparaître comme des paramètres explicites, les projections 
(11) et (12) peuvent s’écrire respectivement : 

𝑑𝑎(/)(𝑡)
𝑑𝑡

= (𝑘'(𝑀/# +𝑀/()𝑎(/)(𝑡) +
1
𝜅
𝑀/2𝑎(2)(𝑡) + 𝑉𝛿𝜑(𝑡) (13)  

W
1
𝜅
𝑀2- + 𝜅𝐼% +𝑀2)Y 𝑎(2)(𝑡) = (𝜅𝑀2/1 +𝑀2/))𝑎(/)(𝑡) (14)  

où les composantes des différentes matrices et du vecteur 𝑉 s’écrivent, ∀(𝑘, 𝑖) ∈ [1;𝑚]+ : 

(𝑀/%)5- = − &
78!

∫ ∇..⃗ 𝜙-
(/)(𝑥). ∇..⃗ 𝜙5

(/)(𝑥)𝑑Ω	
3 , (𝑀/")5- = − &

78!
∫ ℎ(𝑥)𝜙-

(/)(𝑥)𝜙5
(/)(𝑥)𝑑Γ	

6 , 

(𝑀/1)5- = − &
'78!

∫ ∇..⃗ 𝜙-
(1)(𝑥). ∇..⃗ 𝜙5

(/)(𝑥)𝑑Ω	
3 ,         𝑉5 =

&
78!

∫ 𝛾(𝑥)𝜙5
(/)(𝑥)𝑑Γ	

6 , 

(𝑀1*)5- =
&
'∫ ∇..⃗ 𝜙-

(1)(𝑥). ∇..⃗ 𝜙5
(1)(𝑥)𝑑Ω	

3 , (𝑀1+)5- =
&
+∫ 𝜙-

(1)(𝑥)𝜙5
(1)(𝑥)𝑑Γ	

6 , (𝑀1/&)5- =

16∫ 𝑛+𝜎Z𝑇*(𝑥)[
'𝜙-

(/)(𝑥)𝜙5
(1)(𝑥)𝑑Ω	

3 ,       (𝑀1/+)5- = 8∫ 𝑛+𝜎Z𝑇*(𝑥)[
'𝜙-

(/)(𝑥)𝜙5
(1)(𝑥)𝑑Γ	

6  



3.3. Formulation finale des modèles réduits linéaires paramétriques 

Les matrices 𝑀/% et 𝑀1* étant symétriques, on effectue un changement de variables avec 
pour matrices de passage les matrices orthogonales dont les colonnes forment respectivement 
un jeu de vecteurs propres de 𝑀/% et 𝑀1*. De plus, nous allons chercher les modèles réduits 
sous la forme particulière suivante des équations (13) et (14), garantissant ainsi la stabilité du 
modèle quelles que soient les valeurs de 𝑘!" et 𝜅	: 

𝑑𝑋(/)(𝑡)
𝑑𝑡 = (𝑘!"𝐷/ + 𝑆/)𝑋(/)(𝑡) +

1
𝜅 𝐴/1𝑋

(1)(𝑡) + 𝐵𝛿𝜑(𝑡) (15)  

b
1
𝜅 𝐷1 + 𝜅𝐼9 + 𝑆1d𝑋(1)(𝑡) = −(𝜅 + 1)[𝐴/1]/𝑋(/)(𝑡) (16)  

𝐷/ ∈ ℝ9×9 et 𝐷1 ∈ ℝ9×9 sont diagonales, 𝑆/ = −[𝑈/]/𝑈/ et 𝑆1 = [𝑈1]/𝑈1  avec 𝑈/ ∈
ℝ9×9 et 𝑈1 ∈ ℝ9×9 triangulaires supérieures, 𝐴/1 ∈ ℝ9×9 est orthogonale, 𝐵 ∈ ℝ9. 

Les équations couplées (15) et (16) permettent le calcul des vecteurs d’état réduits 
𝑋(/)(𝑡) ∈ ℝ9 et 𝑋(1)(𝑡) ∈ ℝ9 en fonction de 𝛿𝜑(𝑡) et des paramètres explicites 𝑘!" et 𝜅. 

Les températures aux positions 𝑥; , 𝑗 ∈ [1; 𝑁<=>] constituent les observables regroupés dans 
le vecteur 𝛿𝑇<=> ∈ ℝ?"#$. On définit 𝐶 ∈ ℝ?"#$×9 telle que 𝐶;- = 𝜙-

(/)Z𝑥;[. D’après (9) : 

[𝛿𝑇<=>];(𝑡) = 𝛿𝑇Z𝑥; , 𝑡[ = i𝜙-
(/)Z𝑥;[𝑎-

(/)(𝑡)
9

-@&

=i𝐶;-𝑎-
(/)(𝑡)

9

-@&

					∀𝑗 ∈ [1;𝑁<=>] 

Soit, sous forme matricielle : 𝛿𝑇<=>(𝑡) = 𝐶𝑎(/)(𝑡). Le changement de variable mène à : 
𝛿𝑇<=>(𝑡) = 𝐻𝑋(/)(𝑡) (17)  

où 𝐻 ∈ ℝ?"#$×9. L’équation (17) permet le calcul de 𝛿𝑇<=> à partir de 𝑋(/). La condition 
initiale 𝛿𝑇<=>(0) = 0 implique 𝑋(/)(0) = 0 d’après (17). On a alors 𝑋(1)(0) = 0 d’après 
(16). L’équation (15) en régime permanent initial est alors satisfaite pour 𝛿𝜑(0) = 0. Notons 
que le cas de plusieurs densités de flux indépendantes peut être aisément traité. 

3.4. Construction des modèles réduits par résolution d’un problème d’optimisation 

Dans le cadre de la MIM [7], les composantes de 𝐷/ et 𝐷1  diagonales, 𝑈/ et 𝑈1  
triangulaires supérieures, 𝐴/1  orthogonale et 𝐵 dans (15) et (16), ainsi que celles de 𝐻 dans 
(17), sont identifiées par un algorithme utilisant des techniques d’optimisation. La 
construction des MR constitue donc un problème d’estimation de paramètres. Pour un ordre 
𝑚 donné, le nombre de paramètres inconnus est 𝑁)$#$9(𝑚) = 2𝑚+ + 4𝑚 + 𝑁<=>𝑚. Hormis 
les composantes de 𝐻 qui font l’objet d’un traitement spécifique, les paramètres inconnus sont 
regroupés dans le vecteur 𝜃 de taille 2𝑚+ + 4𝑚. Tous les paramètres sont identifiés à travers 
la minimisation d’une fonction 𝒥-%

(9)(𝜃, 𝐻) basée sur l’écart quadratique entre, d’une part, les 
températures [𝛿𝑇<=>]-(𝑗, 𝑡5 , 𝜃, 𝐻), 𝑖 ∈ [1; 𝑁<=>] calculées par le MR et, d’autre part, les 
températures correspondantes o𝛿𝑇<=>%$!$p-(𝑗, 𝑡5), 𝑖 ∈ [1; 𝑁<=>] calculées avec le modèle détaillé 
de référence, pour le même signal discret de densité de flux appliqué 𝛿𝜑%$!$(𝑡5), 𝑘 ∈ o1;𝑁!-%p 
et le même ensemble de couples (𝑘!" , 𝜅);%$!$ , 𝑗 ∈ o1; 𝑁A-%p	: 

𝒥-%
(9)(𝜃, 𝐻) = iiib[𝛿𝑇<=>]-(𝑗, 𝑡5 , 𝜃, 𝐻) − o𝛿𝑇<=>%$!$p-(𝑗, 𝑡5)d

+
?%&'

5@&

?(&'

;@&

?"#$

-@&

 (18)  

L’écart quadratique moyen correspondant est 𝜎-%
(9) = q𝒥-%

(9)(𝜃, 𝐻) 𝑁<=>𝑁A-%𝑁!-%r . 



D’après (15), (16) et (17), le vecteur 𝛿𝑇<=> est non-linéaire par rapport à 
𝐷/ , 𝑈/ , 𝐴/1 , 𝐵, 𝐷1 , 𝑈1  et donc par rapport à 𝜃, alors qu’il dépend linéairement de 𝐻. Deux 
méthodes d’optimisation sont donc employées à travers une approche de point fixe. Un 
algorithme d’Optimisation par Essaim de Particules (OEP) [4] est utilisé pour l’estimation de 
𝜃. A chaque itération de l’algorithme OEP, 𝜃 est fixé pour chaque particule de l’essaim et le 
vecteur 𝑋(/)(𝑡) est calculé pour tous les couples (𝑘!" , 𝜅) et tous les instants. La matrice 𝐻 est 
alors estimée par moindres carrés ordinaires à partir des données 𝛿𝑇<=>%$!$. On construit 
d’abord un MR d’ordre 𝑚 = 1. Des MR d’ordres supérieurs sont ensuite construits jusqu’à 
satisfaction d’un critère d’arrêt (obtention de la précision souhaitée ou 𝜎-%

(9B&) ≈	𝜎-%
(9)). 

4. Exemple d’application : « méthode flash » sur échantillon cylindrique 
4.1. Configuration étudiée 

L’approche est appliquée à une configuration de type « méthode flash ». Un échantillon de 
forme cylindrique est soumis à un signal de densité de flux en face avant (tir de laser) et 
l’observable considéré est l’évolution de température au centre de la face avant. La Figure 1 
illustre cette configuration 2D axisymétrique. Le modèle détaillé (MD) de référence des 
équations non-linéaires (1) à (4), basé sur la méthode des volumes finis, est décrit et validé 
dans [9]. L’indice de réfraction 𝑛 est égal à 1,49. L’évolution de température utilisée comme 
donnée est ensuite obtenue en soustrayant la température en régime permanent initial (𝑇*=300 
K) aux températures calculées. Notons que bien que la forme générale des équations des MR 
soit indépendante de la géométrie, les MR sont construits à partir de données simulées pour 
une configuration géométrique donnée. Pour une autre géométrie, de nouveaux MR, de forme 
similaire mais avec des paramètres de valeur différente, devraient être construits. 

4.2. Identification des modèles réduits 
Les données d’entrée pour l’identification des MR sont constituées par l’ensemble de 

𝑁A-% = 100 couples (𝑘!" , 𝜅) correspondant aux points rouges sur la Figure 2, dans les gammes 
𝑘!" ∈ ]0; 2[	 W.m-1.K-1 et 𝜅 ∈ ]0; 2000[	 m-1, et la densité de flux 𝛿𝜑%$!$(𝑡) tracée en rouge 
sur la Figure 3. Les sorties correspondantes sont les 100 évolutions de température 𝛿𝑇<=>%$!$(𝑡) 
au centre de la face avant (𝑁<=> = 1), calculées par le MD avec un pas de temps de 2,5 10-5 s. 
Un échantillonnage à 2,5 10-2 s est effectué, 𝑁!-% = 101 instants sont donc utilisés pour 
l’identification des MR. Une série de MR d’ordre 𝑚 = 1 à 6 a été construite à partir de ces 
données. La valeur de 𝜎-%

(9) en fonction de 𝑚 est tracée en rouge sur la Figure 4. Comme 
attendu, 𝜎-%

(9) décroit avec 𝑚, jusqu’à 2,9 10-2 K pour 𝑚 = 6. 

4.3. Validation des modèles réduits 
Une fois les MR construits, plusieurs tests de validation ont été effectués. Un second 

ensemble de 𝑁AC$D = 50 couples (𝑘!" , 𝜅) correspondant aux carrés noirs sur la Figure 2 est 
ainsi utilisé. Deux tests sont présentés ici, le « test 1 » avec 𝛿𝜑!E>!&(𝑡) = 𝛿𝜑%$!$(𝑡) utilisé 
dans la phase de construction des MR et le « test 2 » avec 𝛿𝜑!E>!+(𝑡) tracé en noir sur la 
Figure 3. Pour chaque test, les 50 évolutions de température au centre de la face avant sont 
comparées avec celles issues du MD. La valeur de 𝜎C$D

(9), quantité similaire à 𝜎-%
(9), est ainsi 

tracée en fonction de 𝑚 sur la Figure 4, en bleu pour le test 1 et en noir pour le test 2. Comme 
pour la phase de construction, 𝜎C$D

(9) décroit avec 𝑚. Pour le test 1, 𝜎C$D
(9) est très proche de 

𝜎-%
(9) pour chacun des 6 MR, montrant la robustesse des MR vis-à-vis des paramètres (𝑘!" , 𝜅). 

Pour le test 2, la durée du créneau est réduite d’un facteur 0,75 mais l’amplitude est double. 
Les températures sont donc plus élevées que celles atteintes dans le test 1 et la phase 



d’identification. Ainsi, pour 𝑘!" = 0,02 W.m-1.K-1 et κ = 1020 m-1, la température atteint 
347 K. Pour une élévation de 47 K, la validité de la linéarisation est questionnable puisque 
(4(𝑇*)'𝛿𝑇=5,08 109 K4 et 6(𝑇*)+(𝛿𝑇)+=1,19 109 K4 dans le développement de (𝑇* + 𝛿𝑇),. 
Sans surprise, 𝜎C$D

(9) est donc plus élevé pour le test 2 que pour le test 1 pour tous les MR. En 
particulier, pour 𝑚 = 6, 𝜎C$D

(9)=7,8 10-2 K pour le test 2. Ces résultats montrent cependant la 
robustesse des MR lorsqu’on les pousse à leurs limites de validité. Enfin, à titre d’illustration, 
la Figure 5 et la Figure 6 montrent les évolutions de température relatives à 6 couples (𝑘!" , 𝜅) 
différents pour le test 2. Le temps de calcul pour une simulation du MR est d’environ 10-3 s, 
soit un gain d’un facteur 103 par rapport au MD à pas de temps égal. 

5. Conclusion 
Dans le cadre des transferts par conduction et rayonnement dans des milieux semi-

transparents gris pour lesquels les transferts radiatifs peuvent être modélisés par 
l’approximation P1, une formulation de modèles réduits (MR) linéaires explicitement 
paramétrés par la conductivité thermique et le coefficient d’absorption effectif a été proposée. 
La construction de ces modèles réduits par la Méthode d’Identification Modale (MIM) a 
également été présentée. Une application sur un problème bidimensionnel axisymétrique 
instationnaire de type « méthode flash » a montré la capacité des MR à reproduire de façon 
satisfaisante l’évolution de température au centre de la face avant en réponse à un signal 
quelconque de densité de flux appliqué en face avant. Compte-tenu des très faibles temps de 
calcul induits par les MR, ces derniers pourront être utilisés pour l’estimation rapide de la 
conductivité thermique et du coefficient d’absorption effectif de matériaux semi-transparents, 
sous réserve de sensibilités suffisantes de la température observée à ces paramètres. 
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Figure 1 : schéma de la configuration étudiée de 

type « méthode flash » 
Figure 2 : couples (𝑘'( , 𝜅) pour l’identification 

et la validation des MR 

  

Figure 3 : densités de flux employées pour 
l’identification et la validation des MR 

Figure 4 : identification et validation des MR. 
Ecart quadratique moyen 𝜎<

(%) entre MD et MR 

  
Figure 5 : températures calculées par MD et MR 

d’ordre 6 (test 2) pour 3 couples (𝑘'( , 𝜅) 
Figure 6 : températures calculées par MD et MR 

d’ordre 6 (test 2) pour 3 couples (𝑘'( , 𝜅) 
 


