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Objectifs de la présentation

• Introduire la m éthode de l’homoǵenéisation ṕeriodique à deuxéchelles.

• Monter qu’elle n’est pas seulement uneméthode math́ematiquemais plutôt un
outil de mod́elisation.

• Pratiquer une pédagogie par l’exemplèa partir d’un exemple simple et parlant.
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Suggestions de lecture
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Pour les gens presśes. . .

• Jean-Louis Auriault and Horia I. Ene
Macroscopic modelling of heat transfer in composites with interfacial thermal

barrier. Int. J. Heat Mass Transfer, Vol. 37, N◦18, pp. 2885-2892, 1994.

• Jean-Louis Auriault
Heterogeneous media: is an equivalent homogeneous description always possible?

Int. J. Engrg Sci, Vol. 29, pp. 785-795, 1991.
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Le probl èmeà résoudre

• Equations dansVα et Vβ






Vα : (ρc)α

∂Tα

∂t
= ∇ · (λα∇Tα)

Vβ : (ρc)β

∂Tβ

∂t
= ∇ · (λβ∇Tβ)

• Interface Γαβ





−λα∇Tα · nα = −λβ∇Tβ · nα

−λα∇Tα · nα = h (Tα − Tβ)

• Conditions aux limites sur les frontières
• Condition initiale
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Géométrie du probl ème

• Milieu p ériodique à deuxéchelles spatiales

– ℓ microscopique : taille de la cellule-unit́e, du VER, . . .

– L macroscopique : en ŕegime permanent, longueur macroscopique du milieu

– ǫ =
ℓ

L
≪ 1 est un petit paramètre
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Méthode de l’homoǵenéisation ṕeriodique
(échelles multiples)

• Mise sous forme adimensionnelle deśequations

– longueur caract́eristique à choisir librement entre ℓ etL :

ℓ et ∇
∗ = ℓ∇

– O((ρc)α) = O((ρc)β) etO(λα) = O(λβ)

– temps caract́eristique τ : t∗ = t/τ avecτ = L2/aα et a = λ/(ρc)






Vα : ǫ2
∂Tα

∂t∗
= ∇∗2 Tα

Vβ : ǫ2
aα

aβ

∂Tβ

∂t∗
= ∇∗2 Tβ

Γαβ : −∇
∗Tα · nα = −

λβ

λα

∇
∗Tβ · nα

−∇
∗Tα · nα = Bi (Tα − Tβ) avec Bi =

h ℓ

λα



SFT, “Caract́erisation thermique et́echelle d’observation”, jeudi 30 septembre 2010 8'

&

$

%

• Séparabilit é deséchelles

– Si ǫ = ℓ/L≪ 1, leséchelles sont dites śeparables,

– deux coordonńees d’espace sont ńecessaires pour reṕerer un point :



x : coordonnée macroscopique x∗ = x/L

y : coordonnée microscopique y∗ = y/ℓ

– Śeparabilit é⇒ x et y sont des variables ind́ependantes.

– Dérivée des fonctions composées :
d

dθ
ψ
(
u(θ), v(θ)

)
=
∂ψ

∂u

du

dθ
+
∂ψ

∂v

dv

dθ

∇ = ∇x + ∇y

1

ℓ
∇

∗ =
1

L
∇x∗ +

1

ℓ
∇y∗

∇
∗ = ∇y∗ + ǫ∇x∗
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Récapitulatif

• On cherche :Tα(t∗, x∗, y∗) et Tβ(t∗, x∗, y∗) solutions de :






Vα : ǫ2
∂Tα

∂t∗
= ∇∗2 Tα

Vβ : ǫ2
aα

aβ

∂Tβ

∂t∗
= ∇∗2 Tβ

Γαβ : −∇
∗Tα · nα = −

λβ

λα

∇
∗Tβ · nα

−∇
∗Tα · nα = Bi (Tα − Tβ) avec Bi =

h ℓ

λα

avec ∇
∗ = ∇y∗ + ǫ∇x∗
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• Ecriture pratique du probl ème





Vα : ǫ2 (ρc)α

∂Tα

∂t
= ∇ · (λα∇Tα)

Vβ : ǫ2 (ρc)β

∂Tβ

∂t
= ∇ · (λβ∇Tβ)

Γαβ : −λα∇Tα · nα = −λβ∇Tβ · nα

−λα∇Tα · nα = ǫp h (Tα − Tβ)

avec ∇ = ∇y + ǫ∇x

• Remarques

– Les préfacteursǫq purement formels indiquent l’ordre de grandeur des termes.

– SiO(Bi) = O(ǫp), le facteur ǫp est devanth.

– L’exposantp peut être fixé arbitrairement.
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Mise en œuvre de la ḿethode

• Développement en śeries deǫ

Tα =
∑

k

T k
α(t,x,y)ǫk et Tβ =

∑

k

T k
β (t,x,y)ǫk

• Hiérarchie de problèmes :aux ordres successifs (ǫ0, ǫ1, ǫ2, . . . ) pośes sur la
cellule-unitéY = Yα ∪ Yβ .

• Périodicit é : Tα(β)(t,x,y) sont périodiques eny.
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Conditions de ṕeriodicit é

• Aux points de la fronti ère∂Yα ext ∪ ∂Yβ ext se correspondant par ṕeriodicit é

– Egalité des temṕeratures

– Egalité des densit́es de flux normales

• Condition autre que Dirichlet, Neuman ou Fourier souvent implant́ee dans les
codes nuḿeriques.

• Condition limite sur la cellule plus que ṕeriodicit é réelle.
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Cas I : tr ès faible ŕesistance interfaciale Bi= O(ǫ−1)

• Problèmeà résoudre sur la cellule-unit́e





Yα : ǫ2 (ρc)α

∂Tα

∂t
= ∇ · (λα∇Tα)

Yβ : ǫ2 (ρc)β

∂Tβ

∂t
= ∇ · (λβ∇Tβ)

∂Yαβ : −λα∇Tα · nα = −λβ∇Tβ · nα

Tα − Tβ =
ǫ

h
(−λα∇Tα · nα)

• avec ∇ = ∇y + ǫ∇x

• Périodicit́e eny

• Tα =
∑

k

T k
α(x,y)ǫk et Tβ =

∑

k

T k
β (x,y)ǫk
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• Ordre O(ǫ0) : T 0
α(β) périodique eny (sur∂Yα ext ∪ ∂Yβ ext)






Yα : ∇y ·
(
λα∇yT

0
α

)
= 0

Yβ : ∇y ·
(
λβ∇yT

0
β

)
= 0

∂Yαβ : −λα∇yT
0
α · nα = −λβ∇yT

0
β · nα

T 0
α = T 0

β

Solution : T 0
α(t,x,y) = T 0

β (t,x,y) ≡ T 0(t,x)
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• Ordre O(ǫ1) : T 1
α(β) périodique eny






Yα : ∇y ·
(
λα∇yT

1
α

)
= 0

Yβ : ∇y ·
(
λβ∇yT

1
β

)
= 0

∂Yαβ : −λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
)
· nα = −λβ

(
∇yT

1
β + ∇xT

0
)
· nα

T 1
α = T 1

β

Solution : T 1
α(β)(t,x,y) = χI

α(β)(y) · ∇xT
0(t,x) + T̂α(β)(t,x)

où le vecteurχI
α(β) Y -périodique est solution de :






Yα : ∇y ·
(
λα∇yχI

α

)
= 0

Yβ : ∇y ·
(
λβ∇yχI

β

)
= 0

∂Yαβ : −λα nα ·
(
∇yχI

α + I
)

= −λβ nα ·
(
∇yχI

β + I
)

χI
α = χI

β

• Remarque : Solution pourχ à une constante (vectorielle) près.
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• Ordre O(ǫ2) : T 2
α(β) périodique eny






Yα : (ρc)α

∂T 0

∂t
= ∇y ·

[
λα

(
∇yT

2
α + ∇xT

1
α

)]
+ ∇x ·

[
λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
)]

Yβ : (ρc)β

∂T 0

∂t
= ∇y ·

[
λβ

(
∇yT

2
β + ∇xT

1
β

)]
+ ∇x ·

[
λβ

(
∇yT

1
β + ∇xT

0
)]

∂Yαβ : −λα

(
∇yT

2
α + ∇xT

1
α

)
· nα = −λβ

(
∇yT

2
β + ∇xT

1
β

)
· nα

T 2
α − T 2

β = −
λα

h

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
)
· nα

Int égration surY

〈·〉 =
1

|Y |

∫

Y

dV =
1

|Y|

(∫

Yα

· dV +

∫

Yβ

· dV

)
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〈ρc〉
∂T 0

∂t
=

1

|Y |

∫

∂Yαβ∪∂Yα ext

λα

(
∇yT

2
α + ∇xT

1
α

)
· nα dS

+
1

|Y |

∫

∂Yαβ∪∂Yβe

λβ

(
∇yT

2
β + ∇xT

1
β

)
· nβ dS

+ ∇x ·
〈
λ
(
∇yχI + I

)
∇xT

0
〉

= ∇x ·
〈
λ
(
∇yχI + I

)
∇xT

0
〉
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Résultat

〈ρc〉
∂T 0

∂t
= ∇x ·

(
λI

eq∇xT
0
)

λI
eq =

〈
λ
(
∇yχI + I

)〉

〈ρc〉 = nα (ρc)α + nβ (ρc)β



SFT, “Caract́erisation thermique et́echelle d’observation”, jeudi 30 septembre 2010 19'

&

$

%

• Exemple d’application

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

-

6
y2

y1

α β α β α α β α β α

� -� -
eα eβ




Yα : ∇y ·
(
λα∇yχI

α

)
= 0

Yβ : ∇y ·
(
λβ∇yχI

β

)
= 0

∂Yαβ : −λαnα ·
(
∇yχI

α + I
)

= −λβnα ·
(
∇yχI

β + I
)

χI
α = χI

β

χI
α(β) périodiqueen y
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χ =



χ|1
χ|2



 χα(β) invariant eny2

dansYα : λα

d2 χα|1
dy2

1

= 0

dansYβ : λβ

d2 χβ |1
dy2

1

= 0

sur∂Yαβ : χI
α

∣∣
1

= χI
β

∣∣
1

−λα

(
d χI

α

∣∣
1

dy1
+ 1

)
= −λβ




d χI

β

∣∣∣
1

dy1
+ 1





Périodicit́e

λα

d2 χα|2
dy2

1

= 0

λβ

d2 χβ |2
dy2

1

= 0

χI
α

∣∣
2

= χI
β

∣∣
2

−λα

d χI
α

∣∣
2

dy1
= −λβ

d χI
β

∣∣∣
2

dy1

Périodicit́e

Remarque :χ défini à une constante près.
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• Solution
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��

α β α β α α β α β α

(χI)1

(
χI
)
2

= 0
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• Résultat
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α β α β α α β α β α

d(χI
α)1

dy1
=

λβ − λα

λα + λβ

eα

eβ

d(χI
β)1

dy1
=

λα − λβ

λα

eβ

eα

+ λβ

(
χI

α

)
2

= 0

λI
eq =

〈
λ
(
∇yχI + I

)〉
=





1
nα

λα

+
nβ

λβ

0

0 nα λα + nβ λβ



 avec nα(β) =
eα(β)

eα + eβ
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Cas II : r ésistance de contact mod́erée Bi= O(ǫ0)

• Problèmeà résoudre





Yα : ǫ2 (ρc)α

∂Tα

∂t
= ∇ · (λα∇Tα)

Yβ : ǫ2 (ρc)β

∂Tβ

∂t
= ∇ · (λβ∇Tβ)

∂Yαβ : −λα∇Tα · nα = −λβ∇Tβ · nα

Tα − Tβ =
1

h
(−λα∇Tα · nα)

avec ∇ = ∇y + ǫ∇x
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• Ordre O(ǫ0) : T 0
α(β) périodique eny






Yα : ∇y ·
(
λα∇yT

0
α

)
= 0

Yβ : ∇y ·
(
λβ∇yT

0
β

)
= 0

∂Yαβ : −λα∇yT
0
α · nα = −λβ∇yT

0
β · nα

T 0
α − T 0

β =
1

h

(
−λα∇yT

0
α · nα

)

Solution : T 0
α(t,x,y) = T 0

β (t,x,y) ≡ T 0(t,x)
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• Ordre O(ǫ1) : T 1
α(β) périodique eny






Yα : ∇y ·
(
λα∇yT

1
α

)
= 0

Yβ : ∇y ·
(
λβ∇yT

1
β

)
= 0

∂Yαβ : −λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
)
· nα = −λβ

(
∇yT

1
β + ∇xT

0
)
· nα

T 1
α − T 1

β = −
λα

h

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
)
· nα

Solution : T 1
α(β)(t,x,y) = χII

α(β)(y) · ∇xT
0(t,x) + T̂α(β)(t,x)

où le vecteurχII
α(β) Y -périodique est solution de :






Yα : ∇y ·
(
λα∇yχII

α

)
= 0

Yβ : ∇y ·
(
λβ∇yχII

β

)
= 0

∂Yαβ : −λαnα ·
(
∇yχII

α + I
)

= −λβ nα ·
(
∇yχII

β + I
)

h
(
χII

α − χII
β

)
= −λα nα ·

(
∇yχII

α + I
)
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• Ordre O(ǫ2): T 2
α(β) périodique eny






Yα : (ρc)α

∂T 0

∂t
= ∇y ·

[
λα

(
∇yT

2
α + ∇xT

1
α

)]
+ ∇x ·

[
λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
)]

Yβ : (ρc)β

∂T 0

∂t
= ∇y ·

[
λβ

(
∇yT

2
β + ∇xT

1
β

)]
+ ∇x ·

[
λβ

(
∇yT

1
β + ∇xT

0
)]

∂Yαβ : −λα

(
∇yT

2
α + ∇xT

1
α

)
· nα = −λβ

(
∇yT

2
β + ∇xT

1
β

)
· nα

T 2
α − T 2

β = −
λα

h

(
∇yT

2
α + ∇xT

1
α

)
· nα

Int égration surY

〈·〉 =
1

|Y |

∫

Y

dV =
1

|Y|

(∫

Yα

· dV +

∫

Yβ

· dV

)



SFT, “Caract́erisation thermique et́echelle d’observation”, jeudi 30 septembre 2010 27'

&

$

%

〈ρc〉
∂T 0

∂t
=

1

|Y |

∫

∂Yαβ∪∂Yα ext

(
λα∇yT

2
α + ∇xT

1
α

)
· nα dS

+
1

|Y |

∫

∂Yαβ∪∂Yβe

(
λβ∇yT

2
β + ∇xT

1
β

)
· nβ dS

+ ∇x ·
〈
λ
(
∇yχII + I

)
∇xT

0
〉

= ∇x ·
〈
λ
(
∇yχII + I

)
∇xT

0
〉

Résultat

〈ρc〉
∂T 0

∂t
= ∇x ·

(
λII

eq∇xT
0
)

λII
eq =

〈
λ
(
∇yχII + I

)〉

〈ρc〉 = nα (ρc)α + nβ (ρc)β
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Cas III : forte r ésistance de contact Bi= O(ǫ1)

• Problèmeà résoudre





Yα : ǫ2 (ρc)α

∂Tα

∂t
= ∇ · (λα∇Tα)

Yβ : ǫ2 (ρc)β

∂Tβ

∂t
= ∇ · (λβ∇Tβ)

∂Yαβ : −λα∇Tα · nα = −λβ∇Tβ · nα

ǫ h (Tα − Tβ) = −λα∇Tα · nα

avec ∇ = ∇y + ǫ∇x
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• Ordre O(ǫ0) : T 0
α(β) périodique eny






Yα : ∇y ·
(
λα∇yT

0
α

)
= 0

Yβ : ∇y ·
(
λβ∇yT

0
β

)
= 0

∂Yαβ : −λα∇yT
0
α · nα = −λβ∇yT

0
β · nα = 0

Solution :

T 0
α(t,x,y) = T 0

α(t,x)

T 0
β (t,x,y) = T 0

β (t,x)
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• Ordre O(ǫ1) : T 1
α(β) périodique eny






Yα : ∇y ·
[
λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
α

)]
= 0

Yβ : ∇y ·
[
λβ

(
∇yT

1
β + ∇xT

0
β

)]
= 0

∂Yαβ : −λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
α

)
· nα = −λβ

(
∇yT

1
β + ∇xT

0
β

)
· nα

T 0
α − T 0

β = −
λα

h

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
α

)
· nα

Int égration de l’́equation surYα :

0 =

∫

Yα

∇y ·
[
λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
α

)]
dV =

∫

∂Yαβ∪∂Yα ext

λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
α

)
· nα dS

=

∫

∂Yαβ

λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
α

)
· nα dS = h

(
T 0

β − T 0
α

) ∫

∂Yαβ

dS = h
(
T0

β − T0
α

)
|∂Yαβ |

Conclusion :

T 0
α(t,x) = T 0

β (t,x) ≡ T 0(t,x)

−λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
α

)
· nα = −λβ

(
∇yT

1
β + ∇xT

0
β

)
· nα = 0
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Solution :
Deux phases isolées⇒ Deux probl̀emes non couplés pourT 1

α etT 1
β

T 1
α(β)(t,x,y) = χIII

α(β)(y) · ∇xT
0(t,x) + T̂α(β)(t,x)

où les vecteursχIII
α(β) Y -périodiques sont solutions de :





Yα : ∇y ·

(
λα∇yχIII

α

)
= 0

∂Yαβ : −λαnα ·
(
∇yχIII

α + I
)

= 0





Yβ : ∇y ·

(
λβ∇yχIII

β

)
= 0

∂Yαβ : −λβnβ ·
(
∇yχIII

β + I
)

= 0

Int égration du probl̀emeà l’ordre O(ǫ2) sur Y
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Résultat

〈ρc〉
∂T 0

∂t
= ∇x ·

(
λIII

eq ∇xT
0
)

λIII
eq =

(
λIII

eq

)

α
+
(
λIII

eq

)

β

(
λIII

eq

)

α
=

1

|Y |

∫

Yα

λα

(
∇yχIII

α + I
)
dV

(
λIII

eq

)

β
=

1

|Y |

∫

Yβ

λβ

(
∇yχIII

β + I
)
dV

〈ρc〉 = nα (ρc)α + nβ (ρc)β
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Cas IV : modèleà deux champs de temṕerature avec couplage
Bi = O(ǫ2)

• Problèmeà résoudre





Yα : ǫ2 (ρc)α

∂Tα

∂t
= ∇ · (λα∇Tα)

Yβ : ǫ2 (ρc)β

∂Tβ

∂t
= ∇ · (λβ∇Tβ)

∂Yαβ : −λα∇Tα · nα = −λβ∇Tβ · nα

ǫ2 h (Tα − Tβ) = −λα∇Tα · nα

avec ∇ = ∇y + ǫ∇x
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• Ordre O(ǫ0): (Cf. cas pŕećedent)

T 0
α(t,x,y) = T 0

α(t,x)

T 0
β (t,x,y) = T 0

β (t,x)

• Ordre O(ǫ1) : T 1
α(β) périodique eny






Yα : ∇y ·
[
λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
α

)]
= 0

Yβ : ∇y ·
[
λβ

(
∇yT

1
β + ∇xT

0
β

)]
= 0

∂Yαβ : −λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
α

)
· nα = −λβ

(
∇yT

1
β + ∇xT

0
β

)
· nα

−λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
α

)
· nα = 0

Solution

– Probl̀eme analogue au cas préćedentχIV ≡ χIII

– MaisT 0
α(t,x) 6= T 0

β (t,x)
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• Ordre O(ǫ2) : T 2
α(β) périodique eny






Yα : (ρc)α

∂T 0
α

∂t
= ∇y ·

[
λα

(
∇yT

2
α + ∇xT

1
α

)]
+ ∇x ·

[
λα

(
∇yT

1
α + ∇xT

0
α

)]

Yβ : (ρc)β

∂T 0
β

∂t
= ∇y ·

[
λβ

(
∇yT

2
β + ∇xT

1
β

)]
+ ∇x ·

[
λβ

(
∇yT

1
β + ∇xT

0
β

)]

∂Yαβ : −λα

(
∇yT

2
α + ∇xT

1
α

)
· nα = −λβ

(
∇yT

2
β + ∇xT

1
β

)
· nα

h
(
T 0

α − T 0
β

)
= −λα

(
∇yT

2
α + ∇xT

1
α

)
· nα

Int égration surYα etYβ



SFT, “Caract́erisation thermique et́echelle d’observation”, jeudi 30 septembre 2010 36'

&

$

%

Résultat : mod̀eleà deuxéquations





nα (ρc)α

∂T 0
α

∂t
= ∇x ·

[(
λIV

eq

)

α
∇xT

0
α

]
+H

(
T 0

β − T 0
α

)

nβ (ρc)β

∂T 0
β

∂t
= ∇x ·

[(
λIV

eq

)

β
∇xT

0
β

]
−H

(
T 0

β − T 0
α

)

(
λIV

eq

)

α
=
(
λIII

eq

)

α

(
λIV

eq

)

β
=
(
λIII

eq

)

β
H =

|∂Yαβ |

|Y |
h
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Cas V : modèleà deux champs de temṕerature sans couplage
Bi = O(ǫ3)

La solution est imḿediate.

Modèleà deuxéquations sanśechange





nα (ρc)α

∂T 0
α

∂t
= ∇x ·

[(
λV

eq

)

α
∇xT

0
α

]

nβ (ρc)β

∂T 0
β

∂t
= ∇x ·

[(
λV

eq

)

β
∇xT

0
β

]

(
λV

eq

)

α
=
(
λIV

eq

)

α
=
(
λIII

eq

)

α

(
λV

eq

)

β
=
(
λIV

eq

)

β
=
(
λIII

eq

)

β
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Récapitulation

Bi = h ℓ/λ1 ǫ−1 ǫ0 ǫ1 ǫ2 ǫ3

Modèle ⇐ I II III IV V ⇒

Equation(s) 1 1 1 2 2

• Modèleà uneéquation le plus puissant

• Modèleà deuxéquations le plus puissant


