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Objectifs de la présentation

e Introduire la m éthode de 'lhomognéisation periodique a deuxéchelles.

e Monter qu’elle n’est pas seulement unenéthode matmatiquemais plutot un
outil de mocklisation

e Pratiquer une pédagogie par I'exemplea partir d’'un exemple simple et parlant.

-
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Suggestions de lecture

Mécanique et Ingénierie des Matériaux I

Homogénéisation
de phénomenes couplés
en milieux hétérogenes 1

diffusion et dispersion

Jean- Louis Auriault
Claude Boutin
Christian Geindreau
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Mécanique et Ingénierie des Matériaux I

Homogénéisation
de phénomeénes couplés
en milieux hétérogenes 2

quasi-statique
et dynamique des milieux poreux

Jean- Louis Auriault
Claude Boutin
Christian Geindreau
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Pour les gens presss. ..

e Jean-Louis Auriault and Horia |. Ene
Macroscopic modelling of heat transfer in composites withnterfacial thermal

barrier. Int. J. Heat Mass TransferVol. 37, N°18, pp. 2885-2892, 1994.

e Jean-Louis Auriault
Heterogeneous media: is an equivalent homogeneous desc¢igm always possible?

Int. J. Engrg Sci, Vol. 29, pp. 785-795, 1991.

- /
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Le problemea résoudre

e Equations dansV,, et V3

( 0T,

. Vo (pC)a—% = V-(\VT,)
)

Vs (Pc)ﬁa—f = V- (AgVTs)

o Interface I' 3

—)\aVTa n, = —AgVTg ‘N,
—)\aVTa ‘N, h (Ta — Tg)

e Conditions aux limites sur les frontieres
e Condition initiale
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/ Geometrie du probleme \

Y=xc!

(a) (b) |
Fic. 1. (a) Macroscopic scale. (b) Microscopic scale, period €.
e Milieu p eriodique a deuxéchelles spatiales
— £ microscopigue : taille de la cellule-unig, du VER, ...

— L macroscopigue : en egime permanent, longueur macroscopique du milieu

14 . .
— € = — < 1 est un petit parametre

N /
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/ Methode de 'hnomog@gneisation periodique \
(echelles multiples)
e Mise sous forme adimensionnelle desquations
— longueur caraceristique a choisir librement entre / et L :
4 et V"=I(V
— O((pc)a) = O((pc)) €1O(Aa) = O(Ag)
— temps caracéristique 7 : t* = t/T avect = L?/a, €ta = \/(pc)
( o1,

Va : 62 Ot* — V*QTQ
o OT
Vg o € Co 28 = V*QTB
< ag ot* \
Top VT, e = —2VTs g
Ao hi
-V*T,-n, = Bi(T,—T3) avec Bi= "
\ (84

- /
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e Separabilite desechelles
— Sie =/¢/L <« 1, leséchelles sont diteseparables,

— deux coordonrees d’espace sont@écessaires pour reprer un point :
x . coordonnée macroscopique x* =x/L

y . coordonnee microscopique y* =1y/¢

— Separabilite = x et y sont des variables in@pendantes.

. , .d Oy du Oy dv
— Deérivéee des fonctions comp@es 7 (u(0),v(0)) = TRy
V = V., + Vv,
1_, 1 1
V* — Vy* —I— EV:U*
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Recapitulatif

e On cherche : T, (t*, z*,y*) etT(t*, ™, y*) solutions de :

aTOé — V*Q Ta
Ot*
- = V™ iy
ag ot* \
VT, n, = ——BV*TQ C Ty,
A hi
-V*T,-n, = Bi(T,—T3) avec Bi= "

avec V"=V, +eV,-

(87
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e Ecriture pratique du probl eme

V., = V- (A VT,
(PC)a @‘%ﬁ ( )

] Voo o €lelp—g = V-(AVIp)
Fag . —)\aVTa n, = —AgVTﬁ "Ny
X —AQVTQ N, =— e? h (Ta — Tg)

avec V=V,+eV,
e Remarques
— Les préefacteurse? purement formels indiquent I'ordre de grandeur des termes.
— SIO(BI) = O(eP), le facteur e? est devanth.

— L'exposant p peut étre fixé arbitrairement.

- /
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Mise en ceuvre de la ,ethode

e Développement enaries dee

T, = ZTﬁ(t,a:,y)ek et I3 = ZTg(t,w,y)ek
k k

e Hiérarchie de problémes :aux ordres successifsel, €', €2, ...) po€s sur la
cellule-uniteY =Y, U Y.

e Périodicite : T,,(g)(t, =, y) sont periodiques eny.

-

11
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/ Conditions de periodicite \

M.

Y=xe!

(a) (b} |
Fic. 1. (a) Macroscopic scale. (b) Microscopic scale, period €.

e Aux points de la frontiere 9Y,, ..+ U 0Y3 ¢, S€ correspondant par griodicite
— Egalite des temggratures
— Egalite des densiks de flux normales

e Condition autre que Dirichlet, Neuman ou Fourier souvent implange dans les
codes nuneriques.

xCondition limite sur la cellule plus que periodicitée reelle. /
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Cas | : tres faible résistance interfaciale Bi= O(e™1)

e Problemea résoudre sur la cellule-unié

( Y, (pC)a %1: = V. -\ VT,)
10)
RCE s = V-(AsVT)
0Ya5 . —)\aVTa N, = _)‘BVTB "N,
€
\ T., — Tj = (“AaVTa-ng)

e aveC V =V, ,+eV,

e Periodicite eny

o Ta:ZTs(w,y)ek et ngZTg(w,y)ek
k k
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e Ordre O(€?) : Tg(ﬁ) périodique eny (SUrdYy ezt U OY5 )
(Y, o YV, (VT = 0
JYe Vi (AeV,T8) = 0
0Y,p —)\aVyTg ‘N, = —)\gvyTg ‘Mg,
\ T, = Ty

Solution:  TQ(t,x,y) = Ty(t,x,y) =T°(t,x)

-

14
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/.Ordre O(e') Tal(m périodique eny \
(Y, V, AV, T = 0
Y Yy (AVyTE) = 0
\
oy & —Aa (VT4 VT ny = —\g (VyTg+vxT0).n
k . = T}

Solution T 5(t, @, y) = Xpy 5 (¥) - VLTt ) + T (t, )

ou le vecteuocfx(ﬁ) Y -periodique est solution de :

Yo oo Vi (AaVyxi) = 0

Ys v, (Aﬁvyx) _—
| Vs dame- (Voxl+1) = g na - (Vyxh+1)
\ Xo = X5

KRemarque: Solution poury a une constante (vectorielle)gs. /
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e Ordre O(€?):

\

X

T7 5 périodique ery

oT° -
Yo i (pag-=Vy-[Aa (VyT2+ VT + Ve [Aa (V,Th + VT
91" -
Yo i (pe)s o =V Ao (VT3 + VoTh) | + Vo [As (VT3 + V.1°)
Wap © D (VT2 + VoTE) no = =Ag (V13 + V,T}) - ng
Ao
To =15 = =5 (VyTa + V.17) - ma

Intégration surY

<o>|Y1|/YdV|§1{</Ya-dV+/YB-dV>

-
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oTY 1

pC = Aa VT2—I—V Y - n,dS
P = ] ey e V)
1
+ Ag(V Tﬁ—i—V TB)-ngdS

|Y| 6Ya5U8Yge
+ Vo - (MN(Vyx'+1)V, T
= Vo - (AN(Vyx'+1)V, T

L

(a) _ |
Fic. 1. (a) Macroscopic scale. (b) Microscopic scale, period €.

<

/
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Résultat

(pc) 08_1;0 =V, (quvaO)

qu - <>‘ (VyXI + I)>

(pc) = nq (pc)a +ng (pc)p

X
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(v Exergpled’gpplicgtion S 5 e 5 W
AV VIV
AV A ]
ZRZRZIZRZe%
IR
’ ;j V, (MaVyxl) = 0
Y; Yy (AsViyxh) = 0

$ O Mo (Voxh 4+ 1) = =Xgn - (Vyxh+1)
Xo = X5

Xclx(ﬁ) périodiqueen y

<
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X|1

X = Xa(p) INVariant eny,
X|2
d? xa d? xa
dansY,, : )\, X2‘1 = bW X2|2 =0
dy7 dy?7
d? xg d* xgl
dansY; : \ L —0 A 2 =0
g qy? 7 ay?
surdYags ng‘l = Xé 1 Xé’z = Xé 2
I I
— Ao a1l =-Ng | —L +1 Ay —2 = Ny —12
( dy1 ) 7 dy1 dy1 7 dy1
L., Periodicite
Periodicite

Remarque :x défini a une constante ps.

<
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e Solution

(87

(

\

B

p U2 o I6; 6" I6; 6"

e

/

\

Ui

X
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K Resultat

<

o 16, o 16, o p U2 o 16, o 16, o
d(x4)1 _ A — Aa d(Xlﬁ)l _ Aa — Ap (XI) —0
dyr 2\, 4+ Mg SNERRS W AR v
65 €a
! 0
Na ng e
I I — + — a(B)
A, = AT D) = | h avec 115 =
0 N Aoy + ng )\5
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Cas Il : r ésistance de contact mogtee Bi= O(e?)

e Problemea résoudre

(

Y, (pC)a %Lf = V. (A VT,)
0
} Yoo s = V- (AsVT)
0Yas @ —AVI, -n, = —-AgVIg-n,
1
\ Ta — TB = E (—)\QVTQ{ . na)

avec V=V,+eV,
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e Ordre O(€?) : Tg(ﬁ) périodique eny
(Y, .V, (AV,I0) =
Vi o V- (MVTE) =

\

8Ya5 . —)\aVyTg N, —
0 0 __
\ T)-TY =
Solution:  TQ(t,x,y) = Ty(t,x,y) =T°(t,x)

-

—)\gvyTg ‘N,

(_)‘avyTg ’ na)

<
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/.Ordre O(el):

Tal(m périodique ery

Ya . Vy . ()\aVyTal) —_—
Y Yy (AVyTE) =

| Vs : e (VT + VT my =
1 1 _

\ TL T} =

Solution : = Xhp(Y) - VTt x)

ou le vecteury!! o(5) Y -périodique est solution de :

Tl(ﬁ) (t7 €T, y)

Yo : Vy- ( VX ) =
< Yg : V . <)\5Vyxﬁl> =
((9Yag — Ao My - (V II + I =
\ (Xa o X,B ) —

A
h
+ Ta(5> (t, CB)

0
0

“Agna - (Vyxh +1)
—Ag Ny, - (Vyxa + I)

5 (VyTh+ V.1°) - m
= (VT2 +V, 1% -n

<

/
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X

e Ordre O(€?): T7 5 périodique ery

( o1

Integration surY

Yo ot (pelap=Vy Ao (VT2 + VT2 + Ve Mo (VTL+ V,T0)]
91" -
) Yo (pegr =V [ (VT3 + VoTh) | + Vo [As (VT3 + V.1°)
Wap © =D (VT2 + VoTE) no = =Ag (V13 + V,T}) - ng
Ao
\ T3 —T; = - (V, T2+ V,T}) ng

<->Wl|/ydvhl(</Ya-dv+/Yﬁ-dv>

-
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(pc)ﬁ—TO S AV, T34+ V,T))  nadS
ot Y1 Jovpuova. Y
1
+ — [ AV T5+ V,T3) -ngds

|Y| 8Ya5U8Yge
+ Vo ANV + 1)V, T
= V. - (AN(Vyx'"'+1)V, T

Résultat

ore 1 0
pC> W — Vm : (AeqvxT )
Aeg = (M (VX! +1))

(pc) = na (pc)a + np (pC)s

7
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Cas Il ; forte r ésistance de contact B&= O(e')

e Problemea résoudre

Y., (pC)a a‘%ﬁ = V. -\ VT,)
] Yoo 2 s = V- (AsVIp)
0Yag @ —AVT, -n, = —-XgVIg-n,
\ eh(To, —T3) = =XV, -n,

avec V=V,+eV,

28
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e Ordre O(€°): T, ) Périodique ery
(Y, : V, AV, = 0
S Vs V- (MVTE) = 0
| OYap —)\aVyTg Ny = —AgVyTg -n, =0
Solution :
T (tay) = Tyt
Tg(t,w,y) — Tg(t,w)
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/.Ordre O(e') Tal(m périodique eny \
(Y. oV, D (VTR VLT = 0
Vi o Ve (VTR VLTS = o
<
Nop © A (VyTE+ VoT9) m0 = —Ag (VT + V,19)
Ao
\ Ty —-T5 = - (V,TL+V,T))-n

Integration de lequation surYy :

0 = /V o (VyTh+V, TO)}dV:/ Ao (VyTh + ViTo) - ng dS
0

Yaﬁ UaYa ext

= [ (VT + VLT S = b (19— TD) [ a8 =1 (T5 - T) 0 us
o 9]

Yalg Yag
Conclusion :

T (t,x) = Tg(t,:p)ETO(t,aS)

(87

\ X (VyTa + VLTY) ng = —Xg(V, T35+ V,T5) ng =0 /
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Solution :
Deux phases iséks=- Deux probémes non cougk pourT,, et7};

Top (e, y) = Xes (y) - VTt ) + Top)(t, x)

ou les vecteurs ! 1L Y -périodiques sont solutions de :
Xa(s) ¥ P

Yo : V- (AaVyxi) =0 Yo 0 V- (Aﬁvyxé”) =0
Wap : —Aala- (VyxT+1)=0 | 0Yas : —Agng- (Vyxg”+1) ~0

Intégration du probémea 'ordre O(e?) surY

-

X

/
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Réesultat
oT"
117 111
AL = (AL + ()
o G
1
(ML) = v [ e (Vxi! + 1) av
1
111 111
(AL] )6 ~ W/YAB (Vyx i+ 1) av
B
(pc) = na(pc)a +mng(pc)s
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Cas IV : modelea deux champs de temprature avec couplage

Bi = O(€?)
e Problemea résoudre
( Y, (pC)a (%f; = V. -\ VT,)
] Yo oo € (po) 6aat = V- (AgVTs)
Yo + —AuVIy -n, = —XgVig-n,
\ h(Ty —Tg) = —AaVTy- ng

avec V=V,+eV,
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/oOrdre O(€°): (Cf. cas pecedent)

T (t,x,y) = Tyt )
Ty(t,x,y) = Tt )
e Ordre O(e'): T, ) Periodique ery
(Y, o VD (VTE+V.TY] = 0
Vi Ve (VTR VLTS = o
<
Wap © A (VyTE+ VoT9) na = =X (V,Th+ V,T8) - na
\ X (VyTh+V,T)) ng = 0

Solution
— ProbEme analogue au casgoedenty!" = x !/

— MaisT?(t, x) # Tg(t,w)

-

34
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e Ordre O(€?) : Tg(ﬁ) périodique ery
, oT? -
Yo o i (pdapt =Vy- (VT2 + V,T0)| + Va- A (VyTa + VT2
919 -
) Yoo i (st =V s (W TE 4+ VLT ) |+ Ve s (V75 + V.18 |
MWag Ao (VyT2+ VTL) - na = =X (V, T3+ V. T} ) - ma
\ h (Tg - Tg) = M\ (VT2 4 V,TY)  n,

Intégration surY, etYg

- /
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i

\

o1
Na (pC)e —5,-
T
ng (pc) 8 5

(), = (),

Résultat : moalea deuxequations

36
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Cas V : modelea deux champs de temprature sans couplage
Bi = O(€°)

La solution est imradiate.

Modelea deuxéquations san&change

( aTg _ _
ne (pC),, ralii V.- ()\Xq) V.19

$ 0 - @ -
ng (pc) g % = V.- ()\Zq) V. Ty

\ ot ] 3 |

(), = (), = (), (), = (), = (),

-

o
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Recapitulation

Bi =he/)\; et e | e || e | €
Modele < | I |II|III |1V |V | =
Equation(s) 1 1 1 2 | 2

e Modelea uneéequation le plus puissant

e Modelea deuxequations le plus puissant




